Societatea de Stiinte Matematice din Romania

Filiala Tulcea

Concursul National LAURENTIU PANAITOPOL
29 martie 2014, Tulcea

CLASA a XI-a

Problema 1. Gasiti o conditie necesara si suficienta astfel incat sirul (z,,),,( definit

prin g =a, x1 = b, cua,b > 038l xpy1 = % <a;n_1 + é) sa fie periodic.

Dorel Tigau, Tulcea

Problema 2. Fie sirul de numere reale (x,),>1 definit prin 1 = 1 §i xpy1 =
V1+nx,, n>1. Aratati ca li_>m Tp/n =15l li_>m (n—x,) =2.
n o n oo

G. Rene

Problema 3. Fie A, B, C' matrice de ordin 2 cu elemente intregi astfel incat
A?=BC,B?>=CAsi C? = AB.

a) Aratati ca A% = B3 = C3.

b) Dati exemplu de matrice A, B, C distincte doua cate doua avand proprietatea
din enunt.

Laurentiu Panaitopol

Problema 4. Pentru doua numere naturale nenule 7 si j notam a;; numarul divi-
zorilor naturali comuni — de exemplu, as4 = 2 i agg = 2. Aratati cd determinantul
matricei A = (aj)1<i j<n este egal cu 1, oricare ar fi n > 1.



Problema 1. Gasiti o conditie necesara si suficienta astfel incat sirul (x,),,~, definit

prin xg =a, x1 =b, cu a,b > 04 v, = % <mn,1 + %) sa fie periodic.
n

Solutie. Relatia de recurenta devine z, 112, = % (rprp—1+1) 1 punct

Definim sirul y,, = xpx,—1, pentru n > 1, cu y; = ab, obtinem
1 1
Yn+1 :i(yn+1)<:>yn+l_1:§(yn_1)-

Prin urmare sirul (xn)nzo este periodic daca si numai daca girul (yn)n21 este peri-
odic, adica, tinand seama de ultima relatie, rezulta ca este necesar ca y, = 1, pentru
orice n > 1 si prin urmare y; = ab = 1.

Problema 2. Fie sirul de numere reale (x,),>1 definit prin 1 = 1 §i zp41 =
V1+nx,, n>1. Aratati ca li_>m Tp/n =15l li_>m (n—xp,) = —2.
n o n oo

Solutie. Vom aratacan—2 <z, <n,n > 1. intr—adevér, n—1=4/14+nn-2)<
V1+nx, =2, <V1+n?2 <n+ 1. Evident, li_>m ZTp/n =1.
n 0

Avem 22, — (n — 1) =1+ nz, — (n— 1)%. Notand @,11 — n+ 1 = y,1, obtinem
Yn+1(Tn+1 + 1 — 1) = ny,. Atunci 2(n — 1)yp+1 < Ny, sau Yp+1/yn < n/2(n — 1),
ceea ce implica li_>m Yn = 0.

n—oo

Problema 3. [Laurenfiu Panaitopol] Fie A, B, C' matrice de ordin 2 cu elemente
intregi astfel incat A2 = BC, B> = CA i C? = AB.
a) Aritati ca A% = B3 = C3.

b) Dati exemplu de matrice A, B, C distincte doua cate doua avand proprietatea
din enunt.

Solutie. a) Avem A3 = (A2)A = (BC)A = B(CA) = B(B?) = B® si B® =
CAB + C3.

0 1

b) De exemplu, A = (1 1

)B:MQC:ﬁ:b

Problema 4. Pentru doua numere naturale nenule 7 si j notam a;; numarul divi-
zorilor naturali comuni — de exemplu, agq = 2 si agg = 2. Aratati ca determinantul
matricei A = (a;j)1<i j<n este egal cu 1, oricare ar fi n > 1.

Solutie. Fie b;; = 1 daci j divide i si 0 in caz contrar. Atunci A = BB".
Cum B este matrice triunghiulara si b; = 1, rezulta det B = 1 si apoi det A = 1.



